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1 Einleitung

Eine der Hauptaufgaben bei der Arbeit mit Badumen ist die Suche und Auswahl be-
stimmter Unterbdume und Knoten. Daher wollen wir hier eine weitere Moglichkeit vor-
stellen, einstellige Anfragen tiber Biumen zu stellen, ndmlich durch monadische Datalog-
Programme [1].

Wir werden zunéchst in Abschnitt [2] einige grundlegende Begriffe und Bezeichnungen
einfithren. In Abschnitt [3| werden wir monadisches Datalog als Anfragesprache vorstel-
len. In Abschnitt 4] werden wir die Aquivalenz dieser Anfragen zu MSO-definierbaren
Anfragen zeigen. Dazu werden wir die in [2] eingefiihrten Anfrageautomaten durch mo-
nadische Datalog-Programme simulieren. AbschlieBend werden wir in Abschnitt [5| die
Resultate noch einmal kurz zusammenfassen sowie einen kleinen Ausblick bieten.

2 Grundlagen

In dieser Ausarbeitung beschrinken wir uns auf endliche Bdume iiber einem endlichen
Alphabet 3. Dabei seien Baume wie iiblich definiert und bestehen aus mindestens einem
Knoten, der Wurzel. Die Wurzel eines Baums ¢ bezeichnen wir mit root;. Die Nachfol-
ger oder Kinder eines Knotens haben eine bestimmte Reihenfolge. Wir unterscheiden
beschriankte und unbeschréinkte Baume. Beschrinkte Baume haben einen festen maxi-
malen Knotengrad oder Rang K. Ein Knoten v mit Stelligkeit £ < K hat genau k
Kinder. Wir schreiben dann arity(v) = k. Knoten mit Stelligkeit 0 sind Blétter. Einen
beschréankten Baum koénnen wir als folgende relationale Struktur darstellen:

ty = (dom, root, leaf, (childg)r<r, (labely)gex)

Dabei ist ,dom* (oder auch ,,dom;“) die Menge aller Knoten des Baums ¢, ,root“, ,leaf*,
slabel,“ sind einstellige Relationen und ,child,* eine zweistellige Relation, deren Seman-
tik deren intuitiven Bedeutung entspricht. ,root* enthélt die Wurzel, ,leaf* die Blatter
von t. ,childg(vy,v9)¢ besagt, dass vy der direkte k-te Nachfolger von v; in einem be-
schrankten Baum ist.

Beispiel 2.1. Betrachten wir folgenden Baum:

Uy
e\
Uy CF]
(a) (o)
(b) (a)
In der relationalen Struktur ist dann
dom = {wvy,...,v5}, root = {v }, leaf = {vq, v4,v5},
Chlldl = {(Ul, U2>7 <U3, U4>}7 Chlldg = {<U1, U3>, <U3, ’U5>},
label, = {vq, v5}, label, = {v4}, label. = {vy,v3}.



In unbeschrinkten Baumen darf jeder Knoten beliebig viele Kinder haben. Unbe-
schrankte Baume konnen wir ebenfalls als relationale Struktur darstellen:

t,x = (dom, root, leaf, firstchild, nextsibling, lastsibling, (label,)4ex)

Dabei entspricht die Semantik der Relationen wieder deren intuitiven Bedeutung [1].
Wir gehen im folgenden davon aus, dass beschrinkte und unbeschrinkte Baume durch
Strukturen der obigen Form gegeben sind, deren Signaturen wir mit 7 (fiir beschrénkte
Baume) bzw. 7, (fiir unbeschrinkte Béume) bezeichnen werden. Wenn es unerheblich
ist, ob wir einen beschrinkten oder unbeschriankten Baum betrachten, werden wir auch
héufig die Notationen 7y, fiir eine Signatur und ¢,y fiir die entsprechende Interpre-
tation verwenden.

Wir definieren die monadische Logik zweiter Stufe (MSO) auf Bdumen mit einer ge-
brauchlichen Syntax und der iiblichen Semantik. Wie {iblich, benutzen wir in MSO-
Formeln Kleinbuchstaben z,y, z,... fiir Variablen iiber Knoten und Grofibuchstaben
Py, Py, Py, ... fiir Variablen iiber Mengen von Knoten. Als atomare Formeln sind die
Relationssymbole aus 7y bzw. 7, und Formeln der Form x = y und P(x) bzw. x € P
ausreichend.

Eine (einstellige) MSO-Anfrage ist eine MSO-Formel ¢ mit einer freien FO-Variablen.
Die Antwort auf eine solche Anfrage ¢(z) zu einem Baum ¢ ist die Knotenmenge {v €

domy [ 1 = ¢(v)}.

3 Monadisches Datalog auf Baumen

In diesem Abschnitt werden wir monadisches Datalog als Anfragesprache iiber Baumen
vorstellen. Wir werden kurz Syntax und Semantik vorstellen und dabei der Fixpunktse-
mantik besondere Aufmerksamkeit schenken. Eine ausfiihrlichere und allgemeinere Ein-
fiithrung in Datalog findet sich in [3] 4].

Ein n-stelliges Pradikat in der Notation

plas, .., an)

heilt Datalog-Ausdruck, wobei a; eine Konstante oder Variable ist (fir 1 <1 < n), deren
Wertebereich dom durch die relationale Struktur ¢, bzw. t,, gegeben ist, also der Menge
aller Baumknoten entspricht. Wir setzen voraus, dass Konstanten und Variablen durch
ihre Notation voneinander unterscheidbar sind.

Wir unterscheiden zwischen extensionalen und intensionalen Pradikaten. Die exten-
stonalen Pradikate sind die Pradikate aus der Signatur 7 bzw. 7, und werden ent-
sprechend der gegebenen relationalen Struktur ¢, bzw. t,, interpretiert. Dariiber hinaus
werden intensionale Pridikate durch Regeln eines monadischen Datalog- Programms wie
folgt definiert:

Definition 3.1 (Monadisches Datalog-Programm). Ein monadisches Datalog-Programm
P ist eine endliche Menge von monadischen Datalog-Regeln. Fine solche Regel r hat dabei
die Form

h(z) <« bi(a1y, - y@my)y - bpla,, - am,)-,



wobei z eine Variable ist und die a;; Variablen oder Konstanten iiber dom sind. Mit
Vars(r) bezeichnen wir die Menge aller in r auftretenden Variablen. Wir bezeichnen h
als den Kopf und by, ...,b, als den Rumpf der Regel r. Pradikate im Kopf bezeichnen
wir als intensionalen Pradikate, welche wir in der Menge IPred(P) zusammenfassen. Alle
Regeln der obigen Form miissen folgende Figenschaften erfiillen:

® h & Tijur, d.h. R ist nicht extensional.

® b, € Ty oder b; € [Pred(P), d.h. b; ist entweder extensional oder b; steht im
Kopf einer Regel.

e Die Variable z im Kopf A(x) tritt auch im Rumpf in einem b; auf.

Ein Beispiel fiir ein monadisches Datalog-Programm folgt spéter (Beispiel [3.3)). Wir
wollen zuvor jedoch noch auf die Semantik von monadischem Datalog eingehen. Zunéchst
werden wir dazu die Auswertung eines Datalog-Ausdrucks formalisieren.

Eine Auswertung ist eine Funktion ¢ : (Vars(r) U dom) — dom, die jede Variable auf
ein Element aus dom abbildet und auf dom die Identitét ist. Fiir einen Datalog-Ausdruck
p(ai,...,a,) definieren wir ¢(p(as,...,a,)) = p(d(ar),...,¢(a,)). Ein ausgewerteter
Datalog-Ausdruck p(eq,...,¢,) enthidlt keine Variablen mehr und wird als Datalog-
Fakt bezeichnet. Die Menge aller solcher Grundatome bezeichnen wir mit Prim :=
{o(p(as, ..., an)) | ¢ Auswertung,p € (Tujur U IPred(P))}.

Die Fizpunktsemantik eines monadischen Datalog-Programms P definieren wir im
folgenden mit Hilfe von Transformationsfunktionen trans;j fiir alle intensionalen Préi-
dikate p; von P. Anschaulich beschrieben markieren wir von einem gegebenen Baum
ausgehend durch die Transformationsfunktionen sukzessive die Baumknoten mit inten-
sionalen Pradikaten.

Definition 3.2 (Fixpunktsemantik). Sei P ein Datalog-Programm und seien py, ..., p,
die intensionalen Prédikate von P. Mit 775 bezeichnen wir das Ergebnis der Berechnung
nach der i-ten Ausfithrung von P, d.h. die Menge aller nach dem i-ten Schritt giiltigen
Fakten. Die Menge der nach der i-ten Ausfithrung von P mit p; markierten Baumknoten
bezeichnen wir mit T;ij- Anfangs sind 7)) ..., T :=0), und die weiteren Markierungen
ergeben sich sukzessive mit

7';; = {p](v) | by S IPred(P)7 v E T;;J} U {p(ab o Jan) € trk/ur}

und
i+l . _ i (i
T, = trans, (Tp).

Dabei bestimmt P (fiir 1 < j < n) die Transformationen tmns;j: oPrim __, odom n)i¢
tmns;j(X) = T;j U {¢(z) € domy | es gibt eine Regel p;(x) « b1,...,by. € P,
so dass ¢(b1),...,0(bm) € X}.

Die Fixpunkte 77! = T+ der Folgen TO ,T! T2 ... bezeichnen wir mit 7%. Analog
j by R R pj
bezeichnen wir den Fixpunkt 77 = ’Z;;LH der Folge 70,75, 73, ... mit T%.



Die Funktionen tmns sind per Definition monoton. Nach dem Fixpunkt-Satz von
Knaster-Tarski [4] hat Jede monotone Funktion auf einem vollstdndigen Verband einen
kleinsten Fixpunkt, und man erhélt diesen Fixpunkt durch die Berechnung von 77
Dieses minimale Modell 75 von P ist der Schnitt aller Modelle von P.

Eine monadische Datalog-Anfrage ist ein Datalog-Programm P mit einem als Anfrage-
pradikat ausgezeichneten ¢ € IPred(P). Die Antwort auf eine solche Anfrage iiber einem
Baum ¢ liefert die Knotenmenge @ = {v € dom, | q(v) € 75} = T,. Eine monadische
Datalog-Anfrage kann als Auswahlfunktion gesehen werden, die eine Teilmenge von dom
berechnet.

Beispiel 3.3. Angenommen, wir wollen alle Knoten eines bindren (beschrankten) Baums
berechnen, die in ihrem linken Teilbaum mindestens einen mit a beschrifteten Knoten
und in ihrem rechten Teilbaum mindestens einen mit b beschrifteten Knoten haben.
Wir entwerfen also ein monadisches Datalog-Programm {iber der Signatur 7. Unser
Programm mit einem Anfragepridikat R besteht aus den Regeln:

A(z) « label,(z). (1)
A(z) « childy(z,y), A(y). (2)
A(zx) « childs(z,y), A(y). (3)
B(z) « labely(x). (4)
B(z) « child, (z,y), B(y). (5)
B(z) « childy(z,y), B(y). (6)
R(x) « child(x,y1), A(y1), childa(x, y2), B(ya). (7)

Betrachten wir nun wieder den bindren Baum aus Beispiel 2.1} Die Fixpunktberech-
nung geschieht dann wie folgt. Der hochgestellte Index bezeichnet die Regel, mit der ein
Datalog-Fakt jeweils gefolgert wurde.

T3 = {root(v;),leaf(vy), leaf(vy), leaf(vs),
child; (vy, v2), child; (vs, v4), childg(vq, v3), childg(vs, vs)
label, (v9), label, (vs), labelb(m),labelc(vl),labelc(vg)}
Tp = Tp U{A(v2), A(vs)W, B(va) W}
T = Tp U{A(v1)?, A(v3)"®), B(v3)™}
T = T2U (B, B(w) )
Dann ist 73 = 75 = 7. Die Anfrageberechnung liefert uns folglich die Antwort
Q=A{v[R(v) € Tg'} = Tr = {w1}.

4 Ausdrucksstarke

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass monadische Datalog-Anfragen die gleiche Aus-
drucksstirke wie MSO-Anfragen haben. Die Konstruktion einer MSO-Formel zu einer



gegebenen monadischen Datalog-Anfrage ist einfach. Der Hauptteil dieses Abschnitts
beschéftigt sich mit dem Beweis der Riickrichtung. Dazu werden wir Anfrageautomaten
definieren, von denen wir wissen, dass diese gerade die in MSO definierbaren Anfra-
gen beschreiben [2]. Dann brauchen wir nur noch Anfrageautomaten durch monadisches
Datalog zu simulieren.

Zunéchst wollen wir Datalog-Anfragen in MSO formulieren. Fiir diesen Zweck ist sogar
I1,-MSO ausreichend. Die Sprache I1;-MSO ist ein MSO-Fragment, das nur universelle
Sétze der Form VP, ... VP (P ... Py) enthilt, wobei ¢)(P; ... Py) eine pridikatenlogi-
sche Formel (FO-Formel) ist.

Satz 4.1 (Monadisches Datalog = I1;-MSO). Jede monadische Datalog-Anfrage tiber
beliebigen endlichen Strukturen ist I1,-MSO-definierbar.

Beweis. Sei P ein monadisches Datalog-Programm und o.B.d. A. sei P, das Anfrage-
pradikat. Dann konnen wir die durch P definierte Anfrage durch die MSO-Formel

o(x):=VP .. VP, (SAT(Py,...,P,) >z € Py)

ausdriicken, wobei {Py, ..., P,} = IPred(P) und SAT(P,..., P,) die Konjunktion aller
logischen Formeln ist, die jeweils einer Regel aus P entsprechen. Konkret entspricht
hierbei eine Regel h < by, ..., b,,. der Formel

wobei {z1,..., 2} die Menge aller in der Regel vorkommenden Variablen ist.

Zu zeigen ist, dass P einen Knoten z selektiert genau dann, wenn () wahr ist. Ange-
nommen ¢(z) ist wahr. Da P, ..., P, allquantifiziert sind, wihlt die MSO-Anfrage ¢(x)
einen Knoten x aus, wenn ein Modell Py, ..., P, mit x € P; der Schnitt aller Modelle
von SAT(Py,...,P,) ist. Aus der Konstruktion von SAT(P,..., P,) folgt direkt, dass
Py, ..., P, dann auch der Schnitt aller Modelle von P ist. Da aus dem Fixpunkt-Satz
von Knaster-Tarski folgt, dass das minimale Modell 73 gleich dem Schnitt aller Modelle
von P ist, stimmt das Modell P, ..., P, mit 7% iiberein. Also selektiert auch P den
Knoten x € P;.

Angenommen P selektiert x € P, und 73 sei der Fixpunkt von P. Aus dem Fixpunkt-
Satz folgt wieder, dass das minimale Modell 75 der Schnitt aller Modelle von P ist. Daher
ist ein Modell P, ..., P, von P auch stets Modell von SAT(P,,...,P,), wenn = € P
ist. Somit ist auch ¢p(z) wahr. O

In den folgenden Abschnitten werden wir Anfrageautomaten definieren, die Neven
und Schwentick in [2] eingefithrt haben, und diese jeweils durch monadische Datalog-
Programme simulieren. Wir unterscheiden zwischen beschrankten Anfrageautomaten
(Abschnitt [4.1]), die auf beschréinkten Baumen arbeiten, und starken unbeschréinkten
Anfrageautomaten (Abschnitt [£.2)), die auf unbeschréinkten Biumen arbeiten.



4.1 Von beschriankten Anfrageautomaten zu monadischem Datalog

Wir definieren zunéchst Anfrageautomaten iiber beschriankten Baumen:

Definition 4.2 (QA"). Ein beschrinkter Anfrageautomat (QA") ist ein zwei Wege de-
terministischer beschrinkter Baumautomat (2DTA") [2] mit einer Auswahlfunktion A.
Formal ist ein QA" ein Tupel

- <Q7 E7 Fv S, 6T7 5l7 5root7 5leaf7 /\>

mit einer endlichen Zustandsmenge (), einer Endzustandsmenge F' C (), einem Anfangs-
zustand s € @), einem Rangalphabet ¥, Transitionsfunktionen § und einer Auswahlfunk-
tion A : Q x ¥ — {L, T} Seien U und D zwei disjunkte Teilmengen von @) x .

1. 01 : USK — @ ist die Transitionsfunktion fiir Aufwértstransitionen.

2. 6, : Dx{l,..., K} — Q" ist die Transitionsfunktion fiir Abwértstransitionen. Fiir
jedes i < K ist 0,(q, a,i) ein Wort der Lénge i.

3. Oroot : U — @ ist die Transitionsfunktion fiir Wurzeltransitionen.
4. Oear : D — (@ ist die Transitionsfunktion fiir Blatttransitionen.

Sei t ein beschrankter Baum. Ein Schnitt ist eine Teilmenge von dom,, die genau einen
Knoten jedes Pfads von der Wurzel zu einem Blatt enthélt. Eine Konfiguration von A
auf t ist eine Abbildung ¢ : C' — @ eines Schnitts C' in die Zustandsmenge ) von A.
Der Automat A fithrt einen Berechnungsschritt ¢; — ¢y zwischen zwei Konfigurationen
c1 : C1 — @Q und ¢ : C3 — (@ aus, wenn eine Aufwérts-, Abwérts-, Wurzel- oder
Blatttransition ausgefithrt wird:

1. A fiihrt eine Aufwértstransition von ¢; nach ¢y durch, wenn ein Knoten v mit
Kindern vy, ..., v, existiert, so dass

a) {vi,...,v,} C (Y,

b) Cy = (Cr —{v1, ..., vn}) U{v},

c) 5T(<Cl (v1),label(vy)), ..., {c1(v,), label(v,))) = c2(v) und
d) ¢y ist identisch zu ¢; auf Cy N Cs.

2. A fiihrt eine Abwértstransition von ¢; nach ¢y durch, wenn ein Knoten v mit
Kindern vy, ..., v, existiert, so dass

CQ = (Cl — {’U}) U {Ul, Ce ,’Un},
) (c1(v),label(v), arity(v)) = ca(vy) - - - c2(vy,) und



3. A fithrt eine Wurzeltransition von ¢; nach ¢y durch, wenn

a) Cp = Cy = {root;} und
b) dro0t(€1(rooty), label(root;)) = ca(root,).

4. A fiihrt eine Blatttransition von ¢ nach ¢, durch, wenn ein Blattknoten v existiert,
so dass

a) v e Cy,

b) Co = Ch,

¢) Oeat(c1(v),label(v)) = c2(v) und
d) ¢ ist identisch zu ¢; auf Cy — {v}.

Die Konfiguration ¢ : C' — @ mit C' = {root;} und c(root;) = s ist die Startkonfigu-
ration. Jede Konfiguration mit c(root;) € F' ist eine akzeptierende Konfiguration. Eine
Konfigurationsfolge ¢y, . . ., ¢, nennen wir Lauf, wenn ¢; — ... — ¢, und ¢; die Startkon-
figuration ist. Ein solcher Lauf akzeptiert, wenn ¢, eine akzeptierende Konfiguration ist.
Wir gehen in dieser Ausarbeitung davon aus, dass eine akzeptierende Konfiguration ¢,
keine Nachfolgekonfiguration besitzt, d. h. Bc mit ¢, — c.

Obwohl A in einer Konfiguration durchaus verschiedene Transitionen ausiiben kann,
bezeichnen wir unsere Anfrageautomaten als deterministisch, da wegen der Disjunktheit
der Teilmengen U und D von ) x ¥ an jedem Knoten im Baum hochstens eine be-
stimmte Transition als nédchstes ausgefithrt werden kann. Dementsprechend ergibt sich
fiir jeden Knoten stets in allen Laufen die gleiche Abfolge von Zustdnden. Daher werden
wir durchaus auch von dem Lauf und nicht von einem Lauf sprechen.

Ein Anfrageautomat A markiert einen Knoten v in einer Konfiguration ¢ : C — Q,
wenn v € C' und A(¢(v),label(v)) = T. Durch die Auswahlfunktion \ selektiert A einen
Knoten v eines Baums ¢, wenn ein Lauf ¢q,...,¢, auf t akzeptiert und ein 1 < i < n
existiert, so dass v in ¢; markiert wird.

Im folgenden ist es unser Ziel, einen Anfrageautomaten nach Def.[4.2] durch ein mona-
disches Datalog-Programm mit einem Anfragepridikat query(z) zu simulieren. Vorberei-
tend wollen wir den Begriff der ,imminent return situation“ einfithren sowie ein kleines
Lemma beweisen.

Definition 4.3. Seien A ein QA", q,q0 € Q, vy Elternknoten eines Knotens v und
1, ...,y ein Lauf von A. Dann bezeichnen wir ein Tupel (qq, ¢, v) als imminent return
situation, wenn Indizes i < j existieren, so dass ¢;(vg) = qo, (qo,label(vy)) € D, vy & Cy
fir k € [i +1,7], ¢;(v) = g und (g,label(v)) € U.

Anschaulich liegt eine imminent return situation (qo,q,v) vor, wenn wir gerade von
einem Knoten v mit Zustand ¢ zu seinem Elternknoten vy zuriickkehren und vy beim
letzten Besuch den Zustand gy zugewiesen bekam. In diesem Fall ldsst sich der Zustand ¢
eindeutig durch seinen Knoten v und dem Zustand ¢y des Elternknotens bestimmen:



Lemma 4.4. Gegeben seien ein Zustand qy und ein Knoten v. Dann gibt es hdochstens
einen Zustand q, so dass (qo,q,v) eine imminent return situation ist.

Die Behauptung folgt direkt aus der Tatsache, dass Anfrageautomaten deterministisch
arbeiten. Dennoch findet sich in [1] ein detaillierterer Beweis.

Beispiel 4.5. Betrachten wir einen (QA", der aus bindren Bidumen die mit b markierten
Knoten selektieren soll. Wir konstruieren dazu einen QA" mit @Q = {qo, 1}, F = {1}
und folgenden Transitionen:

L4 5i(Q07 *, 2) = <QO7 q0>
° 51eaf(Q07 *) =q1

° (ST(((Il, *>7 <(]1, *)) =0

Die Auswahlfunktion A ist L auBer fiir A(¢;,b) = T. Betrachten wir den Lauf dieses QA"
auf dem Baum aus Beispiel [2.1}

qo

St e

— — —

o 9o
q
N N

e —_— e —_—

q1 90 q1 q

In unserem Baum aus Beispiel wird durch die Auswahlfunktion der einzige mit b
beschriftete Knoten v, selektiert.

In diesem Beispiellauf ist unter anderem (qo, q1,v3) eine imminent return situation.
Da unsere Anfrageautomaten deterministisch arbeiten, ist der Zustand ¢; durch seinen
Knoten v3 und den Zustand gy des Elternknotens (die Wurzel v;) eindeutig bestimmt.

Nun wollen wir uns unserem eigentlichen Ziel zuwenden:

Satz 4.6 (QA" — Monadisches Datalog). Sei A ein QA". Dann ezistiert ein mona-
disches Datalog-Programm P, das eine zu A dquivalente Anfrage definiert.

Um den Satz zu beweisen, werden wir nicht die einzelnen Konfigurationen in Datalog
modellieren, sondern alle moglichen Zustandszuweisungen, die wihrend eines Laufs von A
auftreten konnen, in P formulieren. Zustandszuweisungen sind Paare (g, v), wobei v ein
im Lauf besuchter Knoten ist, der den Zustand ¢ zugewiesen bekommt. Formal bilden
diese Paare die Menge

H ={(q,v) | v € C; und ¢;(v) = ¢ fiir ein i},

die in [1] auch ,History* genannt wird. Die Menge H beschreibt einen deterministischen
Lauf im Anfrageautomaten eindeutig.
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Unser Datalog-Programm soll nun alle Zustandszuweisungen berechnen, die im Lauf
von A auftreten. Dann kann leicht ein Anfragepridikat definiert werden, dass die ge-
wiinschte Anfrage definiert. Da wir nur an Zustandszuweisungen interessiert sind, die
auch wirklich in einem akzeptierenden Lauf auftreten kénnen, fithren wir einen Datalog-
Ausdruck accept(x) ein, der beweisbar sein wird, wenn eine Zustandszuweisung schlief3-
lich der Wurzel x einen Endzustand zuweist. Der Datalog-Ausdruck query(x) soll beweis-
bar sein, wenn der Knoten x € dom im Lauf markiert wird, und wenn accept(y) fiir ein
Knoten y beweisbar ist. Zustandszuweisungen werden dabei nur beweisbar sein, wenn sie
in einem Lauf von A auftreten. Es ist daher wichtig, dass unsere Anfrageautomaten de-
terministisch arbeiten. Insbesondere sind entweder alle Zustandszuweisungen Teil eines
akzeptierenden Laufs oder aber alle Zustandszuweisungen Teil eines nicht akzeptierenden
Laufs.

Wir werden fiir alle vier Transitionsfunktionen aus Def.[.2] Zustandszuweisungen ent-
sprechende Datalog-Ausdriicke definieren, so dass die Korrektheit und Vollstéandigkeit
der Konstruktion nahezu offensichtlich sind. Ein erster Versuch wére es daher, fiir alle
Paare (q,v) Datalog-Ausdriicke g(v) entsprechend den Transitionen in A zu definieren.
Fiir Abwarts-, Wurzel- und Blatttransitionen wire eine solche Konstruktion ausreichend,
da diese Transitionen nur vom Zustand eines Knotens abhéngen und somit die entspre-
chenden Datalog-Regeln nur eine einzige Zustandszuweisung als Vorbedingung im Rumpf
benotigen. Es konnen aus den Regeln keine Zustandszuweisungen abgeleitet werden, die
nicht auch irgendwann in einem Lauf von A auftreten.

Um jedoch auch Korrektheit fiir Aufwértstransitionen gewéhrleisten zu konnen, muss
dagegen etwas mehr Aufwand in die Konstruktion gesteckt werden. Eine Aufwértstran-
sition hdngt von mehreren Knoten und deren Zustédnden ab. Daher muss bei einer Zu-
standszuweisung fiir eine Aufwértstransition sichergestellt sein, dass die entsprechenden
Zustandszuweisungen der Kinder auch wirklich in der gleichen Konfiguration auftreten
konnen. Dieses ist der Fall, wenn beim letzten Mal als der entsprechende Elternknoten
besucht wurde, dieser fiir alle seine Kinder den gleichen Zustand hatte. Daher erweitern
wir unsere Zustandszuweisungen (¢, v) unserer Konstruktion um den letzten Zustand g
des Elternknotens von v zu Tupeln (qo, ¢, v). Wir miissen dann fiir Aufwirtstransitio-
nen nur noch priifen, ob fiir alle Zustandszuweisungen der Kinder die letzten Zustidnde
der Elternknoten alle iibereinstimmen. Wir werden die Notwendigkeit dieser Anpassung
spéter noch an einem Beispiel verdeutlichen (Beispiel .

Im folgenden beschreiben wir die Simulation formal. Dazu verwenden wir Datalog-
Ausdriicke in (Q U {V}) x Q. Ein solches Priadikat der Form (qo, ¢)(v) entspricht einer
Zustandszuweisung (qo, q,v). Das Symbol V bezeichnet dabei einen Dummy-Zustand,
den wir dem imagindren Elternknoten der Wurzel zuweisen, wenn eine Zustandszuwei-
sung an der Wurzel erfolgt.

Beweis (von Satz @) Das Datalog-Programm P, das den QA" A simuliert, enthélt
folgende Regeln fiir alle ¢,¢', q1,...,q, € Q und fir alle a,aq,...,a, € X:

1. Anfangszustand: Wenn s der Anfangszustand von A ist, enthélt P die Regel

(V,s)(z) « root(z).
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. Aufwirtstransition: Wenn §;({q1,a1), ..., (qn, an)) = ¢, enthilt P die Regeln

(20,9)(x) + (0, q)(2),
childy (z, x1), . .., child,(x, x,),

<Q7 Q1>(x1)7 T <Q7 Qn>(xn),
labely, (z1), ..., label,, (z,).

fiir alle g € (QU{V}).

. Abwiértstransition: Wenn 0,(q,a,n) = q; ... q,, enthilt P die Regeln
(q,q:)(z;) < {qo, q)(x), child;(x, z;), label, (z).

firalle 1 <i<n,q € (QU{V}).

. Wurzeltransition: Wenn d,00t(q, a) = ¢/, enthélt P die Regel

(V,q'Y(x) — (V,q)(x),label,(x), root(z).

. Blatttransition: Wenn 0i..¢(q, a) = ¢/, enthélt P die Regeln
(q0,q')(x) < {qo,q)(x),label,(x), leaf(x).
fir alle go € (QU {V}).
. Akzeptanzbedingung: Wenn ¢ € F, enthélt P die Regeln
accept(z) < root(z), (qo, ¢)(2)-

fur alle go € (QU {V}).

. Auswahlfunktion: Wenn \(¢,a) = T enthélt P die Regeln
query(z) < {(qo, q)(x),label,(z), accept(y).

fir alle go € (QU{V}).

Ein solches monadisches Datalog-Programm P zu einem QA" A kann in LOGSPACE
berechnet werden [I]. Zu zeigen bleiben Korrektheit und Vollstandigkeit dieser Kon-
struktion. Fiir eine Menge X C 73 definieren wir

7(X) = {(¢,v) | Ig0{q0, ¢)(v) € X}.

Zu zeigen ist (7)) = H. Die Vollstandigkeit (7(75') 2 H) ist leicht einzusehen, denn
per Konstruktion beinhalten die Zustandszuweisungen in unserem Fixpunkt 73 die Zu-
standszuweisungen in H. Betrachten wir die Definitionen der Transitionen und L&ufe in
Def. , so sieht man, dass damit keine Ubergéinge maoglich sind, die sich nicht auch in
unseren Datalog-Regeln 1-5 widerspiegeln.

Der Beweis der Korrektheit (7(75) C H) erfolgt durch Induktion {iber die Berechnung
des Fixpunktes 73"
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Induktionsanfang Die Regel aus P fiir den Anfangszustand ist die einzige Regel, die
kein Pradikat fiir eine Zustandszuweisung im Rumpf aufweist. Somit erhalten wir
Tp = TH U {(V, s)(root,)}. Trivialerweise gilt 7(75) C H.

Induktionsvoraussetzung Sei X C 73 die Menge der Datalog-Fakten, die wir bereits
berechnet haben, und gelte bereits 7(X) C H.

Induktionsschluss 1. Fall: Regeln, die Wurzel-, Blatt- und Abwértstransitionen entspre-
chen, haben nur genau eine Zustandszuweisung (qo, q)(v) als Préamisse in ihrem
Rumpf. Wenn diese Pramisse wahr ist, d.h. {(go,¢)(v) € X und somit per In-
duktionsvoraussetzung (¢q,v) € H, dann muss die gefolgerte Zustandszuweisung
(g5, q") (v") auch wieder tatséchlich in einer Konfiguration im Lauf von A auftreten,
also (¢’,v") € H. Es folgt also 7(X U {{¢,,¢)(v")}) C H.

2. Fall: Bei Regeln, die Aufwéartstransitionen entsprechen, kénnen dagegen meh-
rere Zustandszuweisungen in ihrem Rumpf auftreten. Wir wissen jedoch, dass
bei einem Datalog-Ausdruck (q, qx)(vg) € X mit ¢ # V der Zustand ¢ der zu-
letzt dem Elternknoten von v, zugewiesene Zustand ist. Ist (gx,label(vy)) € U,
so ist (¢, qk, vg) eine imminent return situation geméf Def.[4.3] Betrachten wir
nun die Regel einer Aufwértstransition, die mithilfe der Datalog-Ausdriicke
(q0,0)(v), (g, q1)(v1), - .-, {q, qr)(vg) € X im Rumpf auf (qo,q’)(v) schliefit. Dabei
ist (q1,label(vy)), ..., (qx,label(vg)) € U und die Knoten vy, ..., v; sind die Kinder
von v. Per Induktionsvoraussetzung gilt bereits (q,v), (q1,v1), ..., (¢, vx) € H.
Dann sind (¢, q1,v1),---,(q, gk, vx) tmminent return situations und nach Lem-
ma héngen die ¢y, ..., q nur vom Baum und vom Zustand ¢ ab. Nach Induk-
tionsvoraussetzung fithrt A also im Lauf irgendwann eine Abwértstransition von
Knoten v aus mit ¢;(v) = ¢ fiir ein 7. Die Folgetransitionen im Teilbaum von v sind
dann von den imminent return situations (q,qi,v1),. .., (q, gk, vx) bereits eindeutig
und vollstandig bestimmt. Da sich die zugehorigen Fakten in X befinden, existiert
ein j > i, so dass fiir eine Konfiguration im Lauf von A irgendwann ¢;(v) = ¢’ und
somit auch (¢’,v) € H ist. Es folgt also 7(X U {{(qo,¢')(v)}) C H.

Damit ist unsere Behauptung m(75) = H bewiesen.
Die Menge der durch die Auswahlfunktion A selektierten Knoten haben wir durch das
Anfragepradikat query(z) in Teil 7 von P kodiert. Offensichtlich gilt fiir einen Baum ¢

{v | A selektiert v in ¢}
= {v | A akzeptiert t, (¢,v) € H und \(q,label(v)) = T}
— v query(v) € T5).

Folglich ist die durch P definierte Anfrage zu der durch A definierten Anfrage dquivalent.
O

Beispiel 4.7. Gegeben sei ein QA" mit Q = {qo, ¢1, 42, ¢3. 9, ¢+ }, F' = {qs} und folgenden
Transitionen:

L4 5i(Q07 *72) = <Q1,Q1>
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01({q1, %), (@1, %)) = @2

01 (g2, %,2) = (a3, q3)

07 (¢

01({q1, %), (g3, %)) = q+
(«

3, %), (g3, %)) = qr

()

4s, *>7 <q1a *)) = 4+

Die Auswahlfunktion X ist L auBer fir A(¢s, *x) = T. Betrachten wir folgenden Baum:
Uy
v, Uy

Die Knotenbeschriftung ist fiir unser Beispiel unerheblich (seien einfach alle Knoten
mit a beschriftet). Der deterministische Lauf des Automaten sieht folgendermafien aus:

qo q2 qy
AN AN AN AN AN
q1 q1 qs qs
Durch die Auswahlfunktion A wird also die Knotenmenge ) = {vg} selektiert. Konstruie-
ren wir nun ein monadisches Datalog-Programm geméif Satz[4.6] so folgt dieses Ergebnis

auch aus der entsprechenden Fixpunktberechnung. Wir geben hier exemplarisch nur die
Regeln an, die zum Ergebnis der Anfrage query(z) fithren:

(7, @0} (@) = root(z). —> (V. 60} (10) € T
(90, q1) (1) < (Y, qo)(x), child; (x, 1), label, (z). — (g0, 1) (v1) € T¥
(G0, 1) (z2) « (Y, qo)(x), childs(x, x9), label, (z). — (qo, 1) (v3) € T¥

(V,q2)(z) < (Y, qo)(x), child; (z,

1), childs(z, x2),
),

(V. q0) o
(V. ) (
(V. ) x (
(g0, 1) (1), (g0, 1) (x2), label,(
(V,2) x (
(V. q2) (
(V, ) (
(42, q3) (

)

( ) z1),label,(z2). = (V, @) (o) € 75
(g0, q3) (1) «— (V, q2) (), child; (z, z1),label, (z). = (qo, q3)(v1) € T
(G0, q3)(x2) «— (V,q2)(z), childy(z, x2), label, (x). = (qo, ¢3)(v2) € Tf

(V,q)(x) < (V, qa2)(x), childy (x, 1), childs(z, z2),
92, q3) (1), (@2, g3) (x2), label, (x1), label, (x2). = (V,qr)(vo) € T5
accept(x) « root(x), (V, qr)(x). = accept(vy) € Tp
query(z) <« (V, ¢r)(x),label,(x), accept(y). = query(vy) € Tp

Der in diesem Beispiel definierte Anfrageautomat fithrt keine besonders sinnvolle Be-
rechnung durch. Allerdings zeigt sich fiir diesen QA" bei der Simulation durch monadi-
sches Datalog sehr schén die Notwendigkeit der Erweiterung der Zustandszuweisungen zu
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Paaren fiir Aufwartstransitionen. Unser monadisches Datalog-Programm enthélt unter
anderem folgende Regeln (mit beliebigen ¢, q. € Q U {V}):
Qx, Qo) (), childy (z, 1), childy (z, x9),

)(
qo, ql>(l’1), <q07 Q1> (I‘Q), labela(xl), labela(xg).
0x, q2) (), childy (z, z1), childs(z, x2),

)(

G2, 43)(21), (42, G3) (2), labely(x1), labely (22).
Qs, @) (), childy (z, x1), childy (x, z3),
(

q«', Q1> ml)a <C]*/, Q3>(372), labela(ml)a labela(xQ)'

Offensichtlich lidsst sich der Datalog-Ausdruck (g., ¢)(root) mit unserem Beispiellauf
nicht folgern. Wiirden wir jetzt allerdings nur Zustandszuweisungen der Form ¢(z) als
Pradikate verwenden, so ergébe sich in unserem Datalog-Programm die Regel

¢4 (x) < child(x, z1), childy(z, x9),

q1(71), g3(x2),
label, (1), label, (x2).

(qe; q2) ()
(G q5) () —

<Q*7 q+><x> —

o~ o~ o~ o~~~

und ¢4 (root) liefle sich félschlicherweise folgern. Die verschiedenen Aufwirtstransitio-
nen konnten nicht mehr unterschieden werden. Das Beispiel verdeutlicht, dass sich die
Konstruktion aus Satz entsprechend vereinfachen liefle, wenn man zusétzlich fordert,
dass im QA" an jedem Knoten nur eine Aufwartstransition moglich sei.

4.2 Von starken unbeschrankten Anfrageautomaten zu
monadischem Datalog

Wir definieren im folgenden Anfrageautomaten iiber unbeschrankten Bdumen, wobei wir
die Definition eines zwei Wege deterministischen endlichen Automaten (2DFA) aus [2
voraussetzen:

Definition 4.8 (SQA"). Ein starker unbeschrinkter Anfrageautomat (SQA™) ist ein
starker zwei Wege deterministischer unbeschrinkter Baumautomat (S2DTA") [2] mit
einer Auswahlfunktion \. Formal ist ein SQA" ein Tupel

-’4 = <Qa Ea Fv S, 5T7 5La 5—7 61‘001;7 5leaf7 )‘>

mit @, F,5,0r00t,01eat Und A wie in Def.[£.2] Seien Uyp und Usgay zwei disjunkte regulére
Teilmengen von U*. Die Transitionsfunktion fiir Aufwértstransitionen ist nun von der
Form ¢; : Uy, — @ und die fiir Abwértstransitionen von der Form 4 : D x N — Q*. Fiir
alle (¢,a) € D muss L|(q,a) := {6,(¢,a,i) | i € N} regulér sein; fiir jedes j € N muss
d(q,a,7) ein Wort der Lénge j sein; und fir jedes ¢ € @ muss die Sprache Li(q) :=
{w e U* | §;(w) = ¢} regulér sein. Aus dem Determinismus folgt, dass Ly (q)NLy(¢') =0
fir alle g # ¢'.

Die Transitionsfunktion ¢. : Ugay — @™ ist die so genannte Verweiltransition. Berech-
net wird diese Funktion durch einen 2DFA B = (S, X3, S0, 05, F, L, R) iiber X5 = Q X X
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mit einer Auswahlfunktion Az : S x ¥ — QU {L}. B arbeitet auf Wortern der Form
(c1(v1),label(vy)), ..., {c1(vy), label(vy,)). Wir fordern, dass B immer hélt und Ag in ei-
nem Lauf jedem Knoten vq,...,v, genau einen Zustand aus ) zuweist. A fiithrt eine
Verweiltransition von ¢; : C7 — @ nach ¢y : Cy — ) durch, wenn ein Knoten v mit
Kindern v4, ..., v, existiert, so dass

a) {ur,...,v} €Oy,

b) Cy = Ch,

) 0.({cy(v1),label(vq)), ..., (c1(vy),label(vy,))) = c2(v1) - - - c2(v,,) und
d) ¢y ist identisch zu ¢; auf C; — {vq,..., v, }.

Wir fordern, dass an jedem Knoten hochstens eine Verweiltransition ausgefithrt werden
kann (diese Eigenschaft ist entscheidbar [2]).

Die restlichen Transitionen, Konfiguration, Lauf und Akzeptanz sind analog zu Def.[4.2]
definiert.

Satz 4.9 (SQA" = Monadisches Datalog). Sei A ein SQA". Dann existiert ein
monadisches Datalog-Programm P, das eine zu A dquivalente Anfrage definiert.

Beweis. Der Beweis funktioniert analog zu dem Fall der beschrankten Anfrageautoma-
ten (Satz . Allerdings sind einige Anderungen in der Kodierung des Automaten
notwendig:

1. Abwértstransitionen: Fiir Abwirtstransition in einem Knoten v mit Kindern
v1, ..., v, missen wir priifen, ob es auch ein passendes Wort ¢; --- ¢, € L(q,a) C
Q* gibt. Die Sprache L(q,a) hat die Dichte 1, d.h. |L|(g,a) N X < 1, und je-
de Sprache mit konstanter Dichte kann als Vereinigung regulérer Ausdriicke der
Form wv*w (mit u,v,w € ¥*) geschrieben werden. Unser monadisches Datalog-
Programm muss also priifen, ob ein Matching uv*w € L|(g,a) der Linge n exis-
tiert, und bei Erfolg Zustandszuweisungen entsprechend des gematchten Wortes
wv*w durchfiihren.

2. Aufwirtstransitionen: Sei B = (Q, so, d, F') ein endlicher Automat mit £(B) =
L;(q). Unser Datalog-Programm muss also nur die Geschwister entsprechend der
Relation nextsibling durchlaufen und die Zustandszuweisung durchfiihren, falls die
Zusténde der durchlaufenden Geschwister einem akzeptierenden Lauf von B ent-
sprechen.

3. Verweiltransitionen: Auch hier werden ganz analog die Geschwister entspre-
chend der Relation nextsibling durchlaufen und es wird zunéchst gepriift, ob es
auf diesen einen akzeptierenden Lauf des 2DFAs gibt, welcher der Verweiltransiti-
on fiir die Knoten entspricht. Hat dieses Erfolg, werden die Zustandszuweisungen
entsprechend der Auswahlfunktion A\g durchgefiihrt. (Dieses funktioniert problem-
los, da wir in Def.[4.§] vorausgesetzt haben, dass bei Terminierung jeder Knoten
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genau einen Zustand aus () zugewiesen bekommt. Weiterhin sind benétigte tem-
poréare Pradikate eindeutig, da nach Voraussetzung nur eine Verweiltransition pro
Knoten moglich ist.)

Fiir die konkreten Konstruktionen dieser Anderungen verweisen wir auf [1]. Der Beweis
der Vollsténdigkeit und Korrektheit der Konstruktion funktioniert analog zu Satz [4.6]
Das Resultat von Lemmal[4.4]ldsst sich problemlos auf den Fall fiir unbeschrénkte Baume
iibertragen. Die Konstruktion ist wiederum in LOGSPACE méglich. O]

In [2] wurde die Aquivalenz von Anfrageautomaten zu MSO-Anfragen gezeigt:

Satz 4.10. Eine einstellige Anfrage tiber beschrinkten bzw. unbeschrdnkten Bdumen
ist MSO-definierbar genau dann, wenn ein QA" bzw. SQA" existiert, der diese Anfrage
berechnet.

Durch unsere Simulationen (Sétze und und Satz folgt auch die Aquivalenz
von monadischem Datalog zu MSO-Anfragen:

Satz 4.11 (Monadisches Datalog <= MSO). Fine einstellige Anfrage iiber beschrink-
ten bzw. unbeschrinkten Bdumen ist MSO-definierbar genau dann, wenn ein monadi-
sches Datalog-Programm tiber T4 bzw. T, existiert, das die selbe Anfrage definiert.

5 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben monadisches Datalog als Anfragesprache iiber Baumen vorgestellt und deren
Aquivalenz zu MSO-definierbaren Anfragen gezeigt (Satz . Dazu haben wir Anfra-
geautomaten eingefiihrt und diese durch monadische Datalog-Programme simuliert.

In [I] wird gezeigt, dass sich monadisches Datalog {iber Biéumen effizient auswerten
lasst:

Satz 5.1. Sowohl iiber T, als auch iber T, lisst sich jede monadische Datalog-Anfrage
in O(|P| - |dom|) auswerten.

Die in Abschnitt [4] vorgestellten Simulationen liefern monadische Datalog-Programme
in der GroBenordnung der gegebenen Anfrageautomaten. Bei diesen Simulationen bleibt
daher auch die Effizienz der Anfrageauswertung in der gleichen Groflenordnung.

Beispiel verdeutlicht, dass sich die Simulation von Anfrageautomaten durch mo-
nadisches Datalog (und somit Beweis von Satz durchaus noch vereinfachen liefe,
wenn man die weitere Forderung an die Anfrageautomaten stellt, dass an jedem Knoten
nur eine Aufwértstransition moglich ist. Obwohl die Menge der durch deterministische
zwei Wege Baumautomaten und deterministische Bottom-Up Baumautomaten erkann-
ten Sprachen identisch ist (L(2DTA) = L(1DTA)) [2, [5], ist es jedoch nicht klar, ob
die entsprechenden Anfrageautomaten mit nur einem Bottom-Up Durchlauf die glei-
che Ausdrucksstiarke wie herkémmliche QA" bzw. SQA" haben und sich die genannte
Vereinfachung somit immer durchfiihren liefSe.

Zu den weiteren Vorteilen von monadischem Datalog iiber Baumen zéhlen die Existenz
einer einfachen Normalform und die Anwendung fiir das Visual Tree Wrapping. Auf diese
Aspekte wird in [I] ndher eingegangen.
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